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Mouvement brownien

Marche aléatoire sur Z et 72

=(E)
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Mouvement brownien

Marche aléatoire simple sur €Z? lorsque € — 0
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Mouvement brownien

L"approche par le bruit blanc

Le bruit blanc sur R est défini comme le processus gaussien
W = {W(A); A€ B(R)} de moyenne nulle et de fonction de
covariances ¥ (A, B) = A\(AN B).
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Mouvement brownien

L"approche par le bruit blanc

Le bruit blanc sur R est défini comme le processus gaussien
W = {W(A); A€ B(R)} de moyenne nulle et de fonction de
covariances ¥ (A, B) = A\(AN B).

(i.) Pour tous A, B € B(R) disjoints, W(A) et W(B) sont
indépendants.
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Mouvement brownien

L"approche par le bruit blanc

Le bruit blanc sur R est défini comme le processus gaussien
W = {W(A); A€ B(R)} de moyenne nulle et de fonction de
covariances ¥ (A, B) = A\(AN B).

(i.) Pour tous A, B € B(R) disjoints, W(A) et W(B) sont
indépendants.

(ii.) Pour tous A, B € B(R),
W(AUB) = W(A) + W(B) — W(AN B) p.s.

(iii.) Si (An)nen+ est une suite d’ensembles de B(IR) disjoints
deux a deux et telle que Y72 ; A(A,) < o0, alors on a

o0 o0
W (A | =) W(A,) ps.
n=1 n=1



Mouvement brownien

Le processus isonormal

Le processus isonormal de R est défini comme le processus
gaussien W = {W(f); f € L?>(R)} de moyenne nulle et de
fonction de covariances

Vhy, hy € L?(R); E[W(hl)W(hg)]:/Rhl(u)hg(u) du.

De plus, pour tous o, 3 € R et toutes f, g € L*(R),

W(af + Bg) = aW(f) + W(g) ps.

VA€ B(R); W(A) = W(Ln).
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Mouvement brownien

Mouvement brownien

Le mouvement brownien est un processus gaussien
B = {B;; t € R4} de moyenne nulle et de fonction de covariances

Vs,t e Ry; E[Bs Bj=sAt.
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Mouvement brownien

Mouvement brownien

Le mouvement brownien est un processus gaussien
B = {B;; t € R4} de moyenne nulle et de fonction de covariances

Vs,t e Ry; E[Bs Bj=sAt.

@ Représentation de Centsov :
B: = W([0, t]) = W(ﬂ[O,t]) = f[07t] W(ds).

o Intégrale de Wiener : pour toute fonction f € L2(IR), on peut
définir

/ £(s) dB, = / £(s) W(ds) = W(F)

/[O’t] f(s) dBs = /[o’t] f(s) W(ds) = W(Ljg,q4f).
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Mouvement brownien

Premieres propriétés

@ Autosimilarité : Va > 0,

{Bu; te Ry} L (% By te Ry}

@ Indépendance des accroissements : V0 =t < t; < -+ < tp,
les v.a. B, — B, , sont indépendantes.

@ Stationnarité des accroissements : Plus précisemment,
Vs,t € Ry tels que s < t, la loi de la v.a. By — Bs est
gaussienne centrée de variance t — s.

o Continuité : Thm. de Kolmogorov-Centsov

@ Autres : martingale, processus de Markov, variations infinies
sur tout intervalle, ...
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite -
g P! Mouvement brownien multifractionnaire

Mouvement brownien fractionnaire (Mandelbrot - Van Ness 1968)

@ B! est un processus gaussien centré de covariance

1
Vs,tcRy; E {BSHBtH} =2 [52H+ 20— |t — s|?H

@ Représentation a moyenne mobile

BH = /O [(t— u)H—2 —(—u)H_%} W (du)

—00

@ Représentation harmonisable

itf_l R
Bt”zf = 1w (de)
R

gH+e
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite 3
g P! Mouvement brownien multifractionnaire

Propriétés fractales

@ Stationnarité des accroissements
{BH —BH'tG]R}@{BH—BH-t R}
t+h h +( = t 0, L€y

@ Autosimilarité

{B:{; tc R+} (i) {aHBH; tc R+}
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite 3
g P! Mouvement brownien multifractionnaire

Propriétés fractales

@ Stationnarité des accroissements
{BH —BH-te]R}@{B”—B”-t R}
t+h h +( = t 0, L€y

@ Autosimilarité

{B:{; tc R+} (i) {aHBH; tc R+}

Caractérisation

Le mouvement brownien fractionnaire est |'unique processus
gaussien autosimilaire et a accroissements stationnaires.
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Mouvement brownien fractionnaire
Mouvement brownien multifractionnaire

Processus a régularité prescrite

Régularité holdérienne

Exposant de Holder ponctuel
e Comparaison de f(x) — f(xp) avec |x — xo|*

@ Plus a(xp) est grand, plus le signal est lisse et plus a(xp) est
petit, plus le signal est irrégulier

fi)
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Mouvement brownien fractionnaire
Mouvement brownien multifractionnaire

Processus a régularité prescrite

Exposant de Holder ponctuel

Exemple de détection de contour
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite
vement brownien multifractionnaire

Exposant de Holder ponctuel

Exemple d'interpolation

@ bicubique

@ avec régularité
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite 3
g P! Mouvement brownien multifractionnaire

Régularité holdérienne du fBm

— BH o BH
ogr(ty) =supq a: limsup  sup “75’
p—0  s,teB(to,p) |t — 5|

. B — BY|
aph(ty) =supq a: limsup  sup ————— <0
p—0  s,teB(to,p) p

Les exposants de Holder ponctuel et local vérifient

a(to) = a(to) =H ps. Vi
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Mouvement brownien fractionnaire
Mouvement brownien multifractionnaire

Processus a régularité prescrite

Trajectoires de fBm pour H=10.2, H=05et H=0.7
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite 2 q ; q
g P! Mouvement brownien multifractionnaire

2 définitions du mouvement brownien multifractionnaire

@ Représentation a moyenne mobile (Peltier et Levy-Vehel 1995)

xt:/o (£~ )O3 — (u)"O~3] W(du)

t
+/ (t — u)P(O=2 W(du)
0

ou H: R4 —]0,1[ est hdldérienne.

@ Représentation harmonisable (Benassi, Jaffard et Roux 1998)

et —1 .
_ /R 7|£’H(t)+%.W(d§)

Définitions équivalentes a une fonction déterministe multiplicative
pres.
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite 2 q ; q
& P! Mouvement brownien multifractionnaire

Autres représentations du mBm

@ Le mBm est un processus gaussien de moyenne nulle et de
fonction de covariances

E [X:Xd] = D (H(s) + H(2)) [|s]"5 1) . |¢H)=H0

- S‘H(s)+H(r>]

ou D est une fonction déterministe connue.

xt:/ (16— a3 — Jul#0-3] W (d)
R

Erick Herbin Régularité de processus aléatoires



Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite 2 q ; q
g P! Mouvement brownien multifractionnaire

Régularité holdérienne du mBm

L'exposant de Holder local de X en ty est

Gx(to) = dn(to) A H(to) pes.

et I'exposant de Holder ponctuel de X en ty est

o(to) = an(to) A H(to) p.s.

o Si H est réguliere, la régularité de X en tg vaut H(tp)

@ Si H est irréguliere, la régularité de X est celle de H
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite 2 q ; q
& P! Mouvement brownien multifractionnaire

Propriétés fractales

Autosimilarité asymptotique locale

Pour ty € R4, la loi du processus
Xyt pu — X
Vo) = {vg() = X=X, ¢ i)

converge faiblement lorsque p — 0 si a« = H(ty) et H(to) < an(to)
Alors, la loi limite est celle d'un fBm de paramétre H(tp).
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Mouvement brownien fractionnaire
Mouvement brownien multifractionnaire

Processus a régularité prescrite

Trajectoires de mBm pour différentes fonctions de régularité

.I MMW"\K"Y\H., i
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Mouvement brownien fractionnaire
Mouvement brownien multifractionnaire

Processus a régularité prescrite

Utilisation en cartographie

L'incertitude en (x, y, z) provient
@ de I'échantillonnage discret
@ des erreurs de mesure (bruit)

@ des parametres de conversion
entre systemes de
coordonnées
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Mouvement brownien fractionnaire
Mouvement brownien multifractionnaire

Processus a régularité prescrite

Fusion de MNT

capteur 1 capteur 2 capteur n
| I ™ Na
{1
X + X X

Points de référence‘l ’ Modéle Numérigue de Terrain

* en densité insuffisante
s sujets aun biais =

X .}(”,‘
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite 2 q ; q
& P! Mouvement brownien multifractionnaire

Modele probabiliste des erreurs

Deux représentations de terrain
@ Un MNT de petite résolution, dont les données sont siires
o Grille de référence

@ Un MNT de bonne résolution, moins précis mais avec une
bonne dynamique

o Représentativité des fluctuations
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite 2 q ; q
& P! Mouvement brownien multifractionnaire

Modele probabiliste des erreurs

Deux représentations de terrain
@ Un MNT de petite résolution, dont les données sont siires
o Grille de référence

@ Un MNT de bonne résolution, moins précis mais avec une
bonne dynamique

o Représentativité des fluctuations

Processus de fusion

M; @ On cherche a "interpoler” entre les points
du ler, en utilisant la régularité du 2nd

=" ¢ @ On utilise un modeéle probabiliste d'erreurs
superposé a une interpolation lisse
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Mouvement brownien fractionnaire

Processus a régularité prescrite 2 q ; q
& P! Mouvement brownien multifractionnaire

Utilisation d'un pont brownien multifractionnaire

Proportion de points

hors de |la zone = 35% regidual and its 1-sigma ranige

aor \:\\_ Variance du mBm
ok \ ~a -~ pour 5000 tirages,

A~ v Badnldl 4 .-Y/ par un facteur

ol 'I‘YI’ [ f'f T T NN o iad T‘X}‘Y \ d’échelle=max-min
4 AR WA 78! M‘W\\uu,ﬁ W

200}
400 L L L L L )

0 200 400 B00 800 1000 1200

1-sigma range for s

2000 T T T T T

e | \% Zone de confiance
Al AN p S
WernAd ,

D 1 1 L 1 1
0 200 400 00 600 1000 1200 (x 900 m)
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Espaces 2-microlocaux

Frontiére de processus gaussiens
Applications

Régularité locale et intégration / dérivation

af n'est pas stable sous I'action d'opérateur intégro-différentiels

Exemple :

Analyse 2-microlocale stochastique

F: ?Lj‘*ﬂ;nl ony>d+1letd>0.

X0

On a

{ ar(0) =~
f'(x) ~x791cos L V(0)

x5

:>ozf/(0):'y—5—1
— Comment prédire la valeur de s a partir de o ?

= analyse 2-microlocale (J.M. Bony, théorie des EDP).
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Espaces 2-microlocaux
Fron re de processus gaussiens

Applications

Analyse 2-microlocale stochastique

Défl n |t|on deS eSpaCGS 2_/lr| (Kolwankar - Lévy Véhel - Seuret)

Dans le triangle

s<1

!
O<s+s' <1 {0<a<1+s’
=

<0

olo=s+¢,

t —_
p € tso,s’ < limsup  sup (1) sfs/(ul' <
p—0  t,ueB(ty,p) [t — ull p
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Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaus:
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

5 Zn & s,s’
Propriétés de C;

/
° {(s, s pe G } est convexe

o |'application

|p(t) = ¢(u)]

s'— oy(s’) =supq o limsup  sup T <00
p—0  t,ueB(to,p) ||t - UH

est continue

Vtg € ]RN,VSI < 0; d(to) < O'tO(S/) -5 < Oé(to)
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Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Exemple : frontiere 2-ul des dérivées et intégrations fractionnaires

de ©7?

a

frontiere de I'integrale - fractionnaire

— L'exposant ponctuel de ¢’ peut étre obtenue a partir de la
frontiere 2-ul de .

Erick Herbin Régularité de processus aléatoires



Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Cas stochastique (. - Ley vene 2008)

Pour tout X = {Xt; t e ]R_’X} continu, on définit les exposants de
Holder local et ponctuel en ty € RJ’\F’

~ . |Xt - Xs‘
Gx(to) =supqa: limsup sup -
p—0  s,teB(to,p) |t — s

_ i [Xe = X
ax(to) =supqa: limsup  sup ———— <0
p—0  s,teB(to,p) P
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Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Cas stochastique (. - Ley vene 2008)

Pour tout X = {Xt; t e ]R_’X} continu, on définit les exposants de
Holder local et ponctuel en ty € RJ’\F’

~ . |Xt - Xs‘
Gx(to) =supqa: limsup sup -
p—0  s,teB(to,p) |t — s

_ i [Xe = X
ax(to) =supqa: limsup  sup ———— <0
p—0  s,teB(to,p) P

et I'exposant 2-microlocal (s; o7 (s')) en to € RY

AN T ’Xf—XS|
O(s') =sup< o; limsup  sup

—_—— < 0
p—0  s,teB(to,p) It — 5||JP_5/
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Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Cas stochastique (. - Ley vene 2008)

Pour tout X = {Xt; t e ]R_’X} continu, on définit les exposants de
Holder local et ponctuel en tg € Rﬂ

~ . |Xt - Xs‘
Gx(to) =supqa: limsup sup -
p—0  s,teB(to,p) |t — s

o [ Xe — X
ax(to) =supqa: limsup  sup ———— <0
p—0  s,teB(to,p) P

et I'exposant 2-microlocal (s; o7 (s')) en to € RY

AN T ’Xf—XS|
O(s') =sup< o; limsup  sup

—_—— < 0
p—0  s,teB(to,p) It — 5||JP_5/

= Gux(ty), ax(to) et o4y (s) sont des variables aléatoires. Sous
certaines hypotheses, ces exposants ont des valeurs presque sures.

Erick Herbin Régularité de processus aléatoires



Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Minoration de la frontiere 2-microlocale

Soit X ={X;; t € ]Rﬁ} un processus cadlag. Si pour tp, il existe
C > 0 et po > 0 telles que

Y0 < p < po,Vt,u € B(to, p);  E[Xe — Xu]? < C ||t — u||NTHp”

avecv >0, u>0et v >0.
Alors,
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2-microlocaux
de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique

Frontiere 2-microlocale de processus gaussiens

Soit X = {Xt; te IRQ_’} un processus gaussien centré continu.
On définit

@ l'exposant de Holder local déterministe

E[X: — XoJ?
&(to) = sup< o; limsup  sup [tizsj]
p—0  s,teB(to,p) Ht - 5”
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2-microlocaux
de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique

Frontiere 2-microlocale de processus gaussiens

Soit X = {Xt; te IRQ_’} un processus gaussien centré continu.
On définit
@ |'exposant de Holder local déterministe

E[X: — XoJ?
&(to) = sup< o; limsup  sup [tizsj] < 00
p—0  s,t€B(to,p) [t — s

e la fonction 2-microlocale déterministe s’ — o, (s')

E[X; — X?
o1,(s') =supq o; limsup  sup [Xe = X]

— 5 < 0
p—0  s,teB(to,p) Ht - SHZUP_ZSI
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rol
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Frontiere 2-pl presque sure en un point

Soit X = {Xt; t e ]RQ’} un processus gaussien centré continu.
Yty € ]R_’X, la frontiere 2-ul en ty de la trajectoire de X est presque
surement égale au graphe de s’ — o4, (s').
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Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Frontiere 2-ul presque sure uniformément sur ]R_’X

Thm :

Soit X = {Xt; t e ]RQ’} un processus gaussien centré continu.
Presque surement,

Vio € RY;  liminf&(u) < &x(to) < limsupa(u)

u—to u—top
En conséquence, si ty — @(tp) est continue, on a presque surement

Vo € RY;  éix(to) = @(to)

Corollaire :
sous les mémes hypotheéses, presque surement,

Vio € RY, Vs < 0; @(to) +5 < 04(s) < limsupoy(s')

u—tp
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nicrolocaux
Frontiére de processus gaussiens
nalyse 2-microlocale stochastique ication:
Anal 2 locale stochasti Applications

Cas académique : fBm

2
Vs,teRy; E [Bf’ - BSH] — |t —s?H
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Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Cas académique : fBm

2
= |

Vs,te Ry; E [Bf’ _ BSH] t— s2H J

Calcul facile :

@(to) =H  Vtge Ry
on(s)=H+s  VtpeRy,Vs <0
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re de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Cas académique : fBm

2
= |

Vs,te Ry; E [Bf’ _ BSH] t— s2H J

Calcul facile :

@(to) =H  Vtge Ry
on(s)=H+s  VtpeRy,Vs <0

Presque surement,

Vtg € Ry,Vs' <0; oy(s)=H+5

Erick Herbin Régularité de processus aléatoires



Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Cas académique : fBm

2
= |

Vs,te Ry; E [Bf’ _ BSH] t— s2H J

Calcul facile :

@(to) =H  Vtge Ry
on(s)=H+s  VtpeRy,Vs <0

Presque surement,

Vtg € Ry,Vs' <0; oy(s)=H+5
Consequence : presque surement,

Vtp € Ry;  begu(ty) = agu(to) = H

= la régularité est constante le long de la trajectoire.
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rolo X
Frontiére de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Mouvement brownien multifractionnaire

Equivalent asymptotique de la covariance du mBm (p — 0)

Vs, t € B(to, p);
E[X: — XoJ* ~ K(to).]t — s[2(®) 4 [(to). [H(t) — H(s)]?
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Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique icati

Mouvement brownien multifractionnaire

Equivalent asymptotique de la covariance du mBm (p — 0)

Vs, t € B(to, p);
E[X: — XoJ* ~ K(to).]t — s[2(®) 4 [(to). [H(t) — H(s)]?

Questions :

@ Peut-on obtenir des valeurs presque sures des exposants de
Holder, uniformément sur Rﬂ ?

@ Quelle est la frontiere 2-ul du mBm?
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Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Vto € R4, la frontiere 2-ul du mBm en ty est presque surement
Vs' < 0; o(s') = (H(to) +5') A B ()

ol ' — (4, (s") est la fonction 2-microlocale de H en tp.

frontiere 2-ml de H en t0

— frontiere 2-ml de X en t0
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Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Résultats presque surs, uniformément sur ]Rﬂ

Si t — [((t) est continue, alors

P {Vtg eRy:  &lto) = H(to) A B(to)} —1

Rq : Il n'y a pas de résultat similaire pour I'exposant ponctuel.

Sous I'hypothese Vtg € R; H(ty) < B(t), on a

P{Vto € R},Vs' <0; oy(s)=H(t)+s'} =1
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Espaces 2-microlocaux
Frontiere de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Intégrales de Wiener

Thm :
Soit X = {X;; t € Ry} défini par

X, = /0 n(u).dBy + (1),

ol 1) et 1) sont L.

On pose " — By, (s') et s’ — 74(s') les frontieres 2 — pl de
pit fotnz et de 1 en ty.

Alors,

o(s') = %ﬂto(2s’) Ave(s’) pes.
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Espaces 2-microlocaux
Frontiére de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Intégrales de Wiener

Exemple :
On fixe n(t) = /|t — to|? [sin(|t — to| ~9)] et ¥(t) = 0.
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gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Appllcatlons

Intégrales de Wiener

Exemple :

On fixe n(t) = /[t — tol? [sin([t — to] D)] et () =

1 1
s'+ i += Dp.s.

1
/
Fuls) w(s) = 5+1 26+2 2

0+1 5+1
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e processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Intégrales de Wiener

Exemple :
On fixe n(t) = /[t — to] [sin([t — to] °)] et ¢)(t) =

1 o4 ~ +1
— .S.
511 w122 P

1
,Bto(s/) — ﬁ +m+1 = a-tO( )

On en déduit

e Exposant de Holder ponctuel de X en ty : (v + 0 +1)/2
@ Exposant de Holder local de X en ty : v/(2 +25) + 1/2.
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Espa nicrolocaux
Fron de processus gaussiens
Analyse 2-microlocale stochastique Applications

Questions ?

Régularité locale dans les modeles de substitution ?
Intégration stochastique par rapport au mBm?
EDS dirigée par un processus multifractionnaire ?

Quels phénomeénes fluctuants sont-ils bien représentés par des
processus multifractionnaires ?

Processus Auto-Régulé Multifractionnaire ?

Erick Herbin Régularité de processus aléatoires
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